
هر عددي كه داخل براكت را صحيح كند تابع در آن ناپيوسته است و مشتق ندارد مگر آنكه آن عدد طول مينيمم نسبي ۱.گزينه ۴

تابع داخل براكت باشد. توجه كنيم كه تابع  مينيمم نسبي ندارد.

 نقاط ناپيوستگي 

ابتدا معادله ي خط مماس را از نقطه  با شيب فرضي  مي نويسيم: ۲.گزينه ۴
 

و مي دانيم معادله تلاقي خط مماس با منحني ريشه ي مضاعف دارد پس:

 دو خط بر هم عمودند 

روش ديگر:  نقطه ي  بايد روي خط هادي سهمي يعني  باشد پس 

۳.گزينه ۳
 ريشه ي درون قدر مطلق و نقطه زاويه دار تابع است.

چون دو خط بر هم عمودند بنابراين بايد حاصل ضرب شيب ها عدد  شود پس: 

اگر دو نقطه  باشند آنگاه مختصات آن دو نقطه  مي باشد. ۴.گزينه ۱
اگر خطي بر منحني مماس باشد معادله تلاقي آن با منحني ريشه ي مضاعف دارد پس ابتدا معادله خط مذكور را مي نويسيم:

حال معادله اين خط را با منحني تلاقي مي دهيم: (معادله تلاقي بايد ريشه ي مضاعف داشته باشد)

براي وجود ريشه ي مضاعف بايد ريشه هاي دو پرانتز برابر باشند.  

توابع به فرم  در صورتي پيوسته هستند كه  باشد و در صورتي مشتق ۵.گزينه ۱

پذيرند كه  هم برابر باشد.

اين تابع تنها در نقطه ي  پيوسته است 

پس فقط در  مشتق دارد 
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صفحه ۲

۶.گزينه ۳

 

۷.گزينه ۱
ابتدا با قرار دادن  در منحني، عرض نقطه را محاسبه مي كنيم:

مختصات نقطه 

  شيب خط مماس

 معادله ي خط

 

عرض از مبدأ برابر  است.

۸.گزينه ۳
 

۹.گزينه ۲

توجه كنيم كه: 

۱۰.گزينه ۲

پس تابع  در  پيوسته است و اجازه محاسبه  را هم داريم.

پس مشتق دوم تابع  وجود ندارد.   
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صفحه ۳

راه اول: در بازه  نقاط  (نقاط مرز بين دو ناحيه مثلثاتي) باعث صحيح شدن عبارت داخل براكت ۱۱.گزينه ۳

مي شوند بنابراين فقط اين دو نقطه را بررسي مي كنيم:
در  پيوسته است چون عدد  ريشه ضريب جزء صحيح مي باشد اما مشتق پذير نيست چون ريشه ي مكرر نمي باشد و نيز 

 مينيمم نسبي داخل براكت است و تابع در آن هم پيوسته و هم مشتق پذير مي باشد. بنابراين فقط در مشتق ناپذير

است.
راه دوم: رسم شكل

روي  پيوسته و در صفر مشتق نا�ذير است.

x(

۲

)f

π-π- ۲
π۰

= x sin x][

۱۲.گزينه ۳

تابع ثابت 

چون مشتق تابع در حالت كلي صفر است پس اين يك تابع ثابت است يعني به ازاي جميع مقادير  ثابت است بنابراين يك عدد دلخواه
مانند  در تابع قرار مي دهيم تا تابع  پيدا شود.

۱۳.گزينه ۱

ابتدا شرط لازم براي مشتق پذيري (پيوستگي) را بررسي مي كنيم. ۱۴.گزينه ۳
در  پيوسته است 

در  ناپيوسته است 

در  پيوسته است 

پس تابع  در نقطه  ناپيوسته است. حال بايد مشتق پذيري تابع را در نقاط مرزي  بررسي كنيم.

 در نقاط  و  و  مشتق پذير نمي باشد.
۱۵.گزينه ۴

r

h ۲۵
۲۵

 

 

۱۶.گزينه ۲
با توجه به فرض داريم:

صفحه ۴
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صفحه ۴

 

 
 مشتق 

 
طبق قضيه ي فيثاغورس در مثلث ايجاد شده داريم:      ۱۷.گزينه ۲

چون انتهاي نردبان با سرعت  به زمين نزديك مي شود. پس:     

 وقتی  باشد، آن گاه  است. حال از رابطه ی (*) نسبت به زمان مشتق می گیر�م:

 

h

x

۱۰

چون نقطه ي تماس خط و منحني روي منحني قرار دارد، لذا مي توان مختصات آن را به صورت   در نظر ۱۸.گزينه ۱
گرفت. از طرفي چون ، شيب خط مماس بر نمودار در نقطه ي  برابر است با  . پس معادله ي خط مماس بر

منحني در نقطه ي  به صورت زير است:

از طرف ديگر اين خط بايد از نقطه ي  هم بگذرد، پس:

بنابراين مساحت مثلثي كه سه رأس آن  و باشند، برابر است با:
y

x
S

-۱ ۱

-۲

S

 

 

چون نقاط به طول هاي  و بر منحني  واقع هستند، لذا با قرار دادن و در ضابطه ي تابع، ۱۹.گزينه ۳

مختصات اين نقاط به صورت  و به دست مي آيند. شيب خط گذرا از دو نقطه ي  و  برابر است با:

فرض كنيد طول نقطه ي تماس  باشد. در نقطه ي تماس شيب خط مماس بايد با شيب خط گذرا از دو نقطه ي  و برابر باشد،
لذا داريم:

بنابراين طول نقطه ي تماس  مي باشد.
اگر  باشد، و و هر دو به متغير  وابسته  باشند، براي بررسي رابطه ي بين آهنگ هاي تغيير و از ۲۰.گزينه ۳

طرفين نسبت به  مشتق مي گيريم؛ يعني . هم چنين مي دانيم فاصله ي نقطه ي  از مبدأ برابر است با 

 . با توجه به اين كه  داريم:
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صفحه ۵

   

(ازطرفين نسبت به t مشتق مي گيريم)

بنابراين سرعت دور شدن  از مبدأ مختصات تقريباً  است.
با توجه به تعريف مشتق، بايد  را محاسبه كنيم. چون  ريشه پرانتز قبل راديكال است. پس كافيست ۲۱.گزينه ۱

فقط از پرانتز مشتق بگيريم و در راديكال ضرب كنيم.

نكته: مشتق تابع   در نقطه ي   كه در آن   در نقطه ي   مشتق پذير و   و   در   پيوسته و
كراندار باشد، به صورت   است.

مي دانيم كه عبارت  همان مشتق عبارت است بنابراين داريم: ۲۲.گزينه ۲

بايد توجه داشته باشيد كه: 

با برابر قرار دادن ضابطه هاي دو تابع  و  به معادله ي تلاقي دست پيدا مي كنيم و به حل معادله ي حاصل مي پردازيم: ۲۳.گزينه ۴
 

دو نمودار در نقاط  بر هم مماسند بنابراين غير قاطع محسوب مي شوند.
از آنجا كه حد مورد نظر سوال، تعريف مشتق تابع  در  مي باشد، پس كافي است  را محاسبه كنيم. از ۲۴.گزينه ۴

طرف ديگر چون  مي شود، يعني  ريشه ي تابع  مي باشد، كافي است مقدار مشتق عامل صفر شونده در 

(يعني  ) را محاسبه كرده و در مقدار مابقي تابع به ازاي  ضرب كنيم.

نكته: مشتق تابع   در نقطه ي   كه در آن   در نقطه ي   مشتق پذير و   و   در   پيوسته و
كراندار باشد، به صورت   است.

نقطه ي  خارج از منحني تابع  است. مختصات نقطه ي تماس فرضي واقع بر منحني به صورت  ۲۵.گزينه ۱

 مي باشد. حال شيب خط مماس بر منحني در اين نقطه را به دست مي آوريم:
شيب فرضي خط مماس   

حال با داشتن مختصات نقطه ي تماس  و شيب خط مماس  ، معادله ي پارامتري خط مماس را مي نويسيم:

 
از طرف ديگر مختصات نقطه ي  بايد در معادله ي خط به دست آمده صدق كند. پس داريم:

  

همين جا معلوم است كه  جواب است چون صفر در گزينه ها نيست . اما براي تكميل حل تست ادامه ي راه حل را هم مي آوريم.
اي را انتخاب كنيم كه شيب مثبت توليد مي كند: بنابر صورت مسأله بايد 
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صفحه ۶

روش اول: دسته خطوط گذرنده از مبدأ مختصات، داراي معادله ي كلي  هستند. براي اين كه معادله ي خط  ۲۶.گزينه ۴
 بر منحني  مماس باشد، بايد معادله ي تقاطع دو تابع، ريشه ي مضاعف داشته باشد. داريم:

 

   يا 
با قرار دادن دو مقدار به دست آمده، داريم:

 

بنابراين با قرار دادن  ، تماس در ربع سوم صورت مي گيرد و قابل قبول نيست.
روش دوم: دو تابع  و  زماني بر هم مماس اند كه دو معادله ي  و  داراي ريشه ي مشترك باشند.

 

طول نقطه ي تماس برابر با  است. چون اين نقطه بايد در ربع اول باشد، پس طول آن مثبت مي باشد، در نتيجه  ، كه تنها

گزينه  در اين شرط صدق مي كند.
روش سوم: با توجه به اين كه مشتق تابع  به صورت  است، شيب مماس بر آن در ناحيه ي اول بزرگ تر از  است، بنابراين

مقدار  نيز بزرگ تر از  است كه تنها گزينه ي  در اين شرط صدق مي كند.

۲۷.گزينه ۳  به راحتي به دست مي آيد و داريم  ، براي محاسبه ي  ابتدا ضابطه ي تابع را كمي تغيير مي 

دهيم:

 

توجه: مشتق توابع به فرم  را مي توان به صورت زير نوشت:

ابتدا  را تشكيل مي دهيم: ۲۸.گزينه ۱
 
در نقطه ي تلاقي  با محور  ها مقدار  صفر مي شود، پس داريم:
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صفحه ۷

، جواب اگر  يا  باشد، آن گاه معادله در بازه ي  جواب ندارد. اما اگر  باشد، آن گاه در فاصله ي 

 مي شود. پس نقطه ي تلاقي  است.

براي محاسبه ي شيب خط مماس كافي است مشتق را در اين نقطه محاسبه كنيم:

ابتدا شيب خط مماس بر منحني را در نقطه به طول  محاسبه مي كنيم: ۲۹.گزينه ۴

 

با توجه به اين كه اين خط از نقطه ي  مي گذرد، معادله ي خط مورد نظر به صورت زير مي شود:

 

نقطه ي  روي خط فوق است؛ بنابراين با قرار دادن مختصات نقطه ي  به جاي  و  در معادله ي اين خط داريم:

 

مي دانيم شيب خط مماس بر تابع  در نقطه ي  و شيب خط مماس بر تابع  در نقطه ي  ۳۰.گزينه ۲

، داراي شيب  است، معكوس يكديگرند. با توجه به اين كه خط  يا  مماس بر  در 

پس شيب خط مماس بر  در نقطه ي  برابر  مي باشد. يعني:

  

با توجه به اين كه طبق صورت تست بايد  باشد، پس  قابل قبول نيست. بنابراين نقطه ي  به مختصات  

مي باشد و در نتيجه   روي خط  است:
 

با توجه به اين كه تابع داده شده مجموع دو تابع  و  مي باشد، ابتدا نقاط مشتق ناپذير دو ۳۱.گزينه ۴

، نقاط ناپيوستگي اين دو تابع، همان نقاط مشتق تابع اخير را در بازه ي  مشخص مي كنيم. با توجه به ساختار توابع  و 
ناپذيرشان هم هست:

 

 در اين سه نقطه ناپيوسته ولي  در آن ها پيوسته است.

در هر يك ار نقاط به طول  ،  ،  ،  و  يكي از دو تابع  و  پيوسته و ديگري ناپيوسته است. بنابراين تابع 

 در هر يك از اين پنج نقطه ناپيوسته و مشتق ناپذير است.
ابتدا با توجه به رابطه ي نقاط متناظر   و واقع بر منحني توابع  و  عرض نقطه ي تماس واقع بر منحني  ۳۲.گزينه ۲

(طول نقطه ي متناظر واقع بر منحني  ) را به دست مي آوريم: 

حال با در نظر گرفتن رابطه ي بين مشتق هاي  و در نقاط متناظر داريم:

صفحه ۸
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صفحه ۸

در نتيجه شيب خط مماس بر منحني  در نقطه ي  برابر با  است، پس: 

  معادله ي خط مماس بر  در نقطه ي 

 عرض از مبدأ اين خط برابر با  مي باشد.

۳۳.گزينه ۱

مي دانيم:  بنابراين:

 

فرض كنيم شيب خط مماس بر تابع  برابر  باشد. معادله ي آن برابر خواهد بود با: ۳۴.گزينه ۳

 

اين خط بر تابع  مماس است، بنابراين معادله ي  داراي ريشه ي مضاعف خواهد بود:

اين معادله دو جواب دارد كه برابر شيب هاي دو خط مماس رسم شده است.

     دو مماس عمود برهم 

روش دوم: خط  خط هادي سهمي داده شده است و چون نقطه ي  روي خط هادي قرار دارد پس خطوط مماس برهم
عمودند.

در همسايگي راست  ابتدا براكت را تعيين عدد و قدرمطلق را تعيين علامت مي كنيم. ۳۵.گزينه ۲

۳۶.گزينه ۱ خط مماس بر تابع  در نقطه ي  است، بنابراين:
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صفحه ۹

۳۷.گزينه ۳
طبق گفته ي سؤال مقدار  موجود است، بنابراين بايد شرط پيوستگي تابع در  و نيز برابري مشتق هاي چپ و راست در 

 برقرار باشد:

 

مي دانيم معادله خط  و شيب خط  ۳۸.گزينه ۲

ابتدا معادله ي خط گذرنده از دو نقطه ي  و  را به دست مي آوريم.

اين خط در  بر تابع  مماس است، بنابراين:

حال حد خواسته شده را كه ابهام  دارد، به كمك قاعده ي هوپيتال به دست مي آوريم:

۳۹.گزينه ۲

مي دانيم: 

نقطه  طول تابع  است پس عرض تابع  مي باشد بنابراين داريم: ۴۰.گزينه ۴

 شيب خط مماس بر تابع  

 شيب خط قائم بر تابع 

 

نماد   يعني مشتق دوم  نسبت به متغير  پس: ۴۱.گزينه ۴

صفحه ۱۰
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صفحه ۱۰

 

توجه داشته باشيد كه مشتق دوم يكبار مصرف است يعني فقط يكبار از فرمول ضمني استفاده مي كنيم براي بار دوم بايد از قوانين
معمولي مشتق استفاده كنيم.

 

اگر قرار دهيم  و  و  آنگاه  به دست ميآيد. بنابراين داريم:

 

روش دوم:

مي دانيم: 

۴۲.گزينه ۳

 

۴۳.گزينه ۱
ابتدا مشتق اول را محاسبه ميكنيم 

) مشتق گرفته تا مشتق دوم را به دست آوريم. حال از طرفين رابطهي (

اگر فرض كنيم  باتوجه به شكل مقابل خواهيم داشت. ۴۴.گزينه ۱
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صفحه ۱۱

 

علامت منفي نشاندهندهي كم شدن   است.
۴۵.گزينه ۳

اكنون حاصل   را به دست ميآوريم:

 

 

بنابراين مشتق تابع  در   برابر  است.

خط   همواره موازي BC است، بنابراين طبق قضيه تالس داريم: ۴۶.گزينه ۳

  

 

A

B
H

H
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C

بنابراين مساحت ناحيه سايه زده شده برابر است با:

 

و چون هم قاعده و هم ارتفاع مثلث AED در حال تغيير است بايد همه را برحسب ارتفاع بنويسيم و سپس نسبت به زمان مشتق
بگيريم.

 

از آن جايي كه طول 'AH وابسته به زمان است، بنابراين مساحت نيز وابسته به زمان است. از مساحت نسبت به زمان مشتق ميگيريم.
داريم.

 

باتوجه به دادههاي مسأله   است. در لحظهاي كه فاصله   و BC برابر با  است،  ميباشد، لذا داريم:

 

۴۷.گزينه ۱

 

، پس: مي دانيم  

صفحه ۱۲
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صفحه ۱۲

 

معادله كلي خطوط گذرا از نقطه  با شيب  برابر است با:    ۴۸.گزينه ۳
براي يافتن شيب خطوط مماس رسم شده بر منحني   از نقطه  ، كافي است خطوط گذرا از  را با

منحني فوق تلاقي دهيم و به دنبال ريشههاي مضاعف آن باشيم:
 

اگر زاويه بين اين دو مماس را   در نظر بگيريم، آنگاه:

 

۴۹.گزينه ۱

از آنجا كه ضابطههاي توابع  و  در  عوض ميشود و مشتقپذيري تابع  را در مبدأ مختصات خواسته است، به صورت زير
عمل ميكنيم:

بايد مشتق چپ و راست در  برابر باشند.

 

۵۰.گزينه ۳

۵۱.گزينه ۳
به دليل وجود قدر مطلق ابتدا تابع  را تعيين علامت مي كنيم:

با توجه به ضابطه ي مشتق تابع f، اين تابع تنها در   مشتق ناپذير است.

خط  بر نمودار  عمود است پس شيب خط قائم بر نمودار  در نقطه اي به طول  برابر  ۵۲.گزينه ۳

 است. بنابراين شيب خط مماس بر نمودار در نقطه اي به طول  برابر  است لذا:  
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صفحه ۱۳

 شيب خط مماس بر   در  شيب خط قائم بر   در  

هم چنين مي دانيم كه اگر  ، آنگاه  

 

 
هم چنين نقطه ي به دست آمده روي خط قائم نيز قرار دارد. داريم:

 

توجه كنيم كه  

۵۳.گزينه ۱

چون بايد خط  موازي يكي از خطوط مماس بر منحني  باشد، پس بايد شيب خط با مشتق منحني
برابر باشند.

۵۴.گزينه ۲

۵۵.گزينه ۳
شيب خط همان ضريب  يعني  است و شيب خط مماس بر منحني همان مشتق منحني در نقطه ي مورد نظر است.

شيب خط  شيب مماس  شرط موازي

ابتدا مختصات نقطه ي تماس و بعد معادله ي خط مماس را مي يابيم. ۵۶.گزينه ۲

 

معادله ي خط مماس   

) عدد  است و شيب خط  هم عدد  است. بنابراين زاويه ي بين دو خط برابر است با: شيب اين خط (ضريب 

صفحه ۱۴
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صفحه ۱۴

۵۷.گزينه ۲
 چون واحدها برحسب زمان می باشد این مسئله مربوط به کمیت های وابسته است و در این تست با�د رابطه ای بین

مساحت مثلث و وتر و �کی از زاو�ه های حادّه مثلث نوشت.
y r

x
θ

 

۵۸.گزينه ۳
چون جمع مثلث و ذوزنقه مقدار ثابتی است لذا سرعت تغییر آنها هم با �کد�گر برابر است لذا سرعت تغییر مساحت

مثلث را می �ابیم:

y

x }}
شيب خط   برابر عدد  است چون اين خط عمود بر منحني  است پس مشتق تابع معكوس ۵۹.گزينه ۳

در نقطه ي تماس برابر قرينه و معكوس عدد  است لذا:

نقطه ي  روي منحني  قرار دارد پس  به تابع معكوس تعلق دارد بنابراين نقطه ي  بايد داخل خط قائم بر
منحني معكوس هم صدق كند چون نقطه ي تماس خط و تابع معكوس است.

گزينه ها را بررسي مي كنيم: ۶۰.گزينه ۳
در گزينه ي  دامنه ي تابع  است پس در  مشتق پذير نيست.

در گزينه ي  نقطه ي  ريشه ي مضاعف راديكال فرجه ي فرد است و فرجه بزرگتر از توان زير راديكال است پس نقطه ي 
ريشه ي مضاعف است و نقطه بازگشتي و مشتق ناپذير مي باشد.

در گزينه ي  داريم: 

مشتق پذير است 

در گزينه ي  داريم:
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x→a

f(x)−f(a)

x−a
lim
x→۰

x ⋅ |x|−۰
x−۰

lim
x→۰±

۴



صفحه ۱۵

در  مشتق پذير نيست. 

= [x]lim
x→۰

x ⋅ [x]−۰
x−۰

lim
x→۰

x= ۰
۱)x→ = [ ] = ۰ = f (۰)۰+ ۰+ ′

+
۲)x→ = [ ] =−۱ = f (۰)۰− ۰− ′

−


